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∃e1, e2 > 0

p(u) t1+ t2 (t3t4)+−−−−−−−−→ q(v)?

⇐⇒
u+ δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) + δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + (e2 − 1)δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) = v

14 / 26



Introduction
Systèmes d’addition de vecteurs

Certificats d’accessibilité
Systèmes de chemins linéaires

Forme des éxecutions
Inégalités diophantiennes
Taille des solutions

(b) Inégalités diophantiennes linéaires

∃e1, e2 > 0 p(u) t1e1 t2 (t3t4)e2
−−−−−−−−→ q(v)?

⇐⇒
u+ δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) + δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + (e2 − 1)δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) = v

14 / 26



Introduction
Systèmes d’addition de vecteurs

Certificats d’accessibilité
Systèmes de chemins linéaires

Forme des éxecutions
Inégalités diophantiennes
Taille des solutions

(b) Inégalités diophantiennes linéaires

∃e1, e2 > 0 p(u) t1e1 t2 (t3t4)e2
−−−−−−−−→ q(v)?
⇐⇒

u+ δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) + δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + (e2 − 1)δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) = v

14 / 26



Introduction
Systèmes d’addition de vecteurs

Certificats d’accessibilité
Systèmes de chemins linéaires

Forme des éxecutions
Inégalités diophantiennes
Taille des solutions

(b) Inégalités diophantiennes linéaires

∃e1, e2 > 0 p(u) t1e1 t2 (t3t4)e2
−−−−−−−−→ q(v)?
⇐⇒

u+ δ(t1) ≥ 0

u+ e1δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) + δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + (e2 − 1)δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) = v

14 / 26



Introduction
Systèmes d’addition de vecteurs

Certificats d’accessibilité
Systèmes de chemins linéaires

Forme des éxecutions
Inégalités diophantiennes
Taille des solutions

(b) Inégalités diophantiennes linéaires

∃e1, e2 > 0 p(u) t1e1 t2 (t3t4)e2
−−−−−−−−→ q(v)?
⇐⇒

u+ δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) ≥ 0

u+ e1δ(t1) + δ(t2) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) + δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + (e2 − 1)δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) = v

14 / 26



Introduction
Systèmes d’addition de vecteurs

Certificats d’accessibilité
Systèmes de chemins linéaires

Forme des éxecutions
Inégalités diophantiennes
Taille des solutions

(b) Inégalités diophantiennes linéaires

∃e1, e2 > 0 p(u) t1e1 t2 (t3t4)e2
−−−−−−−−→ q(v)?
⇐⇒

u+ δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) ≥ 0

u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) + δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + (e2 − 1)δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) = v

14 / 26



Introduction
Systèmes d’addition de vecteurs

Certificats d’accessibilité
Systèmes de chemins linéaires

Forme des éxecutions
Inégalités diophantiennes
Taille des solutions

(b) Inégalités diophantiennes linéaires

∃e1, e2 > 0 p(u) t1e1 t2 (t3t4)e2
−−−−−−−−→ q(v)?
⇐⇒

u+ δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) ≥ 0

u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) + δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + (e2 − 1)δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) = v

14 / 26



Introduction
Systèmes d’addition de vecteurs

Certificats d’accessibilité
Systèmes de chemins linéaires

Forme des éxecutions
Inégalités diophantiennes
Taille des solutions

(b) Inégalités diophantiennes linéaires

∃e1, e2 > 0 p(u) t1e1 t2 (t3t4)e2
−−−−−−−−→ q(v)?
⇐⇒

u+ δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) + δ(t4) ≥ 0

u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + (e2 − 1)δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) = v

14 / 26



Introduction
Systèmes d’addition de vecteurs

Certificats d’accessibilité
Systèmes de chemins linéaires

Forme des éxecutions
Inégalités diophantiennes
Taille des solutions

(b) Inégalités diophantiennes linéaires

∃e1, e2 > 0 p(u) t1e1 t2 (t3t4)e2
−−−−−−−−→ q(v)?
⇐⇒

u+ δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) + δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + (e2 − 1)δ(t4) ≥ 0

u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) = v

14 / 26



Introduction
Systèmes d’addition de vecteurs

Certificats d’accessibilité
Systèmes de chemins linéaires

Forme des éxecutions
Inégalités diophantiennes
Taille des solutions

(b) Inégalités diophantiennes linéaires

∃e1, e2 > 0 p(u) t1e1 t2 (t3t4)e2
−−−−−−−−→ q(v)?
⇐⇒

u+ δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) + δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + (e2 − 1)δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) ≥ 0

u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) = v

14 / 26



Introduction
Systèmes d’addition de vecteurs

Certificats d’accessibilité
Systèmes de chemins linéaires

Forme des éxecutions
Inégalités diophantiennes
Taille des solutions

(b) Inégalités diophantiennes linéaires

∃e1, e2 > 0 p(u) t1e1 t2 (t3t4)e2
−−−−−−−−→ q(v)?
⇐⇒

u+ δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + δ(t3) + δ(t4) ≥ 0
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u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) ≥ 0
u+ e1δ(t1) + δ(t2) + e2δ(t3) + e2δ(t4) = v
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d · |V |O(1)
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δ(β1) δ(β2) . . . 0
...

... . . . 0
δ(β1) δ(β2) . . . δ(βk)



‖

e

‖

≥

‖

c

‖

︸ ︷︷ ︸
|V |O(1) exp(|V |)
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Systèmes de chemins linéaires

Types d’exécutions
Décomposition d’une exécution

Esquisse de preuve
Système de chemins linéaires pour trois types d’exécutions:

0

p(u)

q(v)

0

q(u)

q(v)

0

p(u)

q(v)
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Exécutions restreintes
Soit X ⊆ Zd , alors

p(u) π−→X q(v)

p(u)

q(v)

19 / 26



Introduction
Systèmes d’addition de vecteurs

Certificats d’accessibilité
Systèmes de chemins linéaires

Types d’exécutions
Décomposition d’une exécution

Exécutions restreintes
Soit X ⊆ Zd , alors

p(u) π−→X q(v)

si l’exécution π demeure dans X p(u)

q(v)
X
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Théorème
∀c ∈ N,

∃S =
⋃
α0β

∗
1α1β

∗
2α2

p(u) ∗−→X q(v) ⇐⇒ p(u) S−→X q(v)

où X = ([0, c]× N) ∪ (N× [0, c])

0

p(u)

q(v)

c

taille ≤ (|V |+ c)O(1)

1-VASS
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Décomposition d’une exécution

Théorème
∃c ≤ exp(|V |),

∃S =
⋃
α0β

∗
1α1β

∗
2α2

q(u) ∗−→ q(v) ⇐⇒ q(u) S−→ q(v)

si u, v ∈ [c,+∞)2

0

q(u)

q(v)
c

taille ≤ |V |O(1)

Preuve technique: enlever zig-zags
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taille ≤ |V |O(1), k ≤ 2|Q|

Combinaisons du cas précédent
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Types d’exécutions
Décomposition d’une exécution

Théorème
Toute exécution se décompose en ≤ |Q|+ 1 exécutions du type:

0

p(u)

q(v)

0

q(u)

q(v)
c

0

p(u)

q(v)

c
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Questions ouvertes
Si encodé en unaire:

a1 0 . . . 0
a1 a2 . . . 0
...

... . . . ...
a1 a2 . . . ak

 x ≥ c

Borne solutions polynomiale plutôt qu’exponentielle?
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